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Ausser den gewöhnlichen Punkttransformationen giebt es noch 
andere ebenfalls eindeutig*) umkehrbare Umformungen der ebenen Curven 
und allgemeiner der Mannigfaltigkeiten n^^^ Dimension im Baume 
von n -f- 1 Dimensionen , es sind dies die sogenannten Bertihrungs- 
transformationen, deren Wesen und deren Bedeutung für das Gebiet 
der Differentialgleichungen zuerst Sophus Lie in vollem Umfange 
erkannt und klargestellt hat (cf. Math. Ann. Bd. VIII, pag. 215 ff). 

Diese Lie'schen Berähfungstransformationen sind Umformungen 
zwischen Differentialquotienten erster Ordnung; A. V. Bäcklund zog 
zuerst auch Transformationen zwischen Differentialquotienten höherer 
Ordnung in Betracht und gelangte so zu unendlich vieldeutigen Trans- 
formationen (Ann. IX, 297-320; XI, 199ff.). 

Alle diese Untersuchungen lassen jedoch eins vermissen: nirgends 
wird die Frage nach einem innem Zusammenhang zwischen den ver- 
schiedenen Classen von Transformationen aufgeworfen. Wir wollen im 
Folgenden diese Frage aufnehmen und wenigstens für die Ebene voll- 
ständig erledigen, indem wir die erwähnten Transformationen sämmt- 
lieh auf die Punkttransformationen zurückführen. 

§ 1. 
Die Lie 'sehen Berüliinmgstransformationen in der Ebene. 

In den Gleichungen einer Punkttransformation zwischen den beiden 
Ebenen der (xy) und der {x'y') denken wir uns einen Parameter l 
enthalten etwa: 

ausgeschlossen seien dabei die blossen Punktconstructionen^ für welche 

^ • g— — ^ • ^ ^ ist, auch möge A weder in X noch in Y fehlen. 

Den Parameter A lassen wir alle möglichen Werthe durchlaufen 
und bekommen so <x>* aufeinanderfolgende Punkttransformationen, 
deren Gesammtheit als eine einzige Abbildung der (xy) Ebene auf 

♦) „eindeutig" im Gegensätze zu „unendlicäi vieldeutig", also nicht etwa 
im algebraischen Sinne. 



Digitized by 



Google 



4 F. Engel. 

die {x'y) Ebene angesehen werden kann. Bei dieser Auffassung ge- 
.hören vermöge der Gleichungen (1) zu jeder Curve C oder y = y\x) 
der {xy^ Ebene oo^ Curven C der andern Ebene, doch kommen hier- 
bei zwei verschiedene Syrieme von je oo^G in Betracht. Fassen wir 
nämlich einerseits jede der <x>^ Punkttransformationen für sich ins 
Auge, so liefert uns jede eine besondere C als Bild der Curve (7, im 
Ganzen erhalten wir ako oo^C, deren Gleichung y' = y (x, X) sich 
durch Elimination von x aua (1), worin y=sy{x) zu setzen ist, er- 
giebt, wir nennen diese Curven einfach die Curven A = const. 

Betrachten wir andererseits alle <x>^ Punkttransformationen gleich- 
zeitig, so bekommen wir zu jedem Punkt der Curve y = y(a?) <x>* 
Punkte (xy) oder eine C zugeordnet, insgesammt also wieder oo^O'; 
die Gleichung y ^= y{Xy x) dieses zweiten Curvensystems, welches das 
der Curven x= const. heissen möge, entsteht durch Elimination von X 
aus den Gleichungen (1). Unsere cx>^ Punkttransformationen begründen 
mithin zwei verschiedene Zuordnungen von je oo*C zu den einzelnen 
Curven der {xy) Ebene; indem wir nun zu diesen oo*<7' immer die 
Enveloppe suchen, kommen wir auf zwei neue Zuordnungen, welche 
beide jeder Curve G nur eine Curve C entsprechen lassen. Die Ent- 
stehung dieser neuen Curventransformationen aus den oc^ Punkttrans- 
formationen rechtfertigt es, wenn wir sie als „ümhüUungstransforma- 
tionen" der letzteren bezeichnen. Um diese Umhüllungstransformationen 
von (1) wirklich zu bestimmen, haben wir in (1) y = y(a;), die Glei- 
chung der Curve C einzusetzen und dann die Enveloppen der Curven 

A = const. und der Curven x = const. aufzusuchen, für -^ und ;Ä 

a X ax 

schreiben wir dabei bezüglich p und p\ 

A) Die Curven k = eonst. x ist die unabhängige Variable also: 
dY dY . dY 
/o N ^' — A?L— aa? '^^' dy 

dx dx ' -P ' dy 

Um die Enveloppe zu erhalten, hat man A derart als Function von x 

zu bestimmen, dass (1) eine Curve x = X{x), y «= ^{x) liefert, welche 

in jedem ihrer Punkte eine 5er Curven A «= const. berührt, d. h. welche 

für jeden Werth von x und den zugehörigen Werth von A ergiebt: 



(3a) 



dY 


dY 


dx 
dX 


= -Ty- , es muss daher die Gleichung: 


'dx 


d^ 




dY dY.dY dl 
dx dx ^ dl' dx 
dX dX.dX dl 
dx dx ' dl dx 
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BerührungstraDsformationen. 5 

identisch erfüllt werden, ohne dass ^ e:E£ ist und daraus bekommt 
man für A die Gleichung: 

W dx ' dX dx' dl ~ ^' 

Ergiebt (4) einen Werth von A* welcher (3a) befriedigt, so be- 
darf es zur Herstellung der gesuchten Umhüllungscurve nur noch der 
Elimination von x aus (1), worin die betrejBFende Wurzel A der Glei- 
chung (4) einzusetzen ist. 

B.) Die Curven x = const. A ist die unabhängige Variable, daher: 

dT 

(2b) i>' = g. 

dl 
Die Enveloppe wird erhalten, wenn man für x in (1) eine solche 
Function von A einsetzt, dass eine Curve x' = X(A), y = Y{X) eut- 

dY dY 

steht, welche die Gleichung — ^^ = -^^ ^^^ Identität macht, das führt 

~di ^ 
auf die Bedingung: 

dY dY.dYdx 
/« , V _dX_ _ d l'^ dx' dl 

^ ^ dX~ dX.dX dx 

dl dl '^ dx' ^l 

und so kommt man, da -^ ^ sein soll, wieder auf die Gleichung (4). 

Ob man daraus x als Function von A oder A als Function von x 
bestimmt, ist gleichgültig, nur muss der gefundene Werth die Glei- 
chung (3b) befriedigen; die umhüllungscurve aber ist offenbar mit der 
schon bei A) gefundenen identisch. Die beiden Systeme von oo^C\ 
welche sich bei oo^ Punkttransformationen zu jeder {xy) Curve er- 
geben, besitzen somit ein und dieselbe Enveloppe, ein Ergebniss, 
welches sich einfach so aussprechen lässt: 

Satz I. „2>i6 Curven u = const, und die Curven v = const. der 
(xy) Ebene, welche durch die Gleichungen x = X {u, v), y = Y (u, v) 
dargestellt werden, haben die Enveloppe gemein/^ 

Nach dem, was wir bei A) und bei B) gefunden haben, liefern 
unsere oo^ Punkttransformationen (1) nur eine ümhüUungstrans- 
formation, welche durch die Gleichung (4) bestimmt ist. 

Um (4) auf eine einfachere Form zu bringen, denken wir uns aus 
der Gleichung X = X{x, y, A) A als Function von x^ y, X dargestellt 
und erhalten so an Stelle von (1) die Gleichungen: a?' = X(a;, y, A), 
y «s Y{Xyy, X); die Gleichung (4) aber geht über in; 
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F. ENaEL. 



dX d_¥ dX 

dx' dx'd 



X _ (dY j_ dY,dY dX\ dX_r. 
X Xdx'^'P'dy'^dX* dx) ' dX~ 



^^^' ^^- (£ + 2^ • If) • If == ^- °'^ Möglichkeit If = kann 
nicht in Betracht kommen, denn weder (3a) noch (3b) würde dabei 

befriedigt werden, dagegen bestimmt die Gleichung -x — \- P - -^ = (^ 
im Allgemeinen l als Function von p. Durch die Substitution dieses 
Werthes können nun -kj ^^^ äT > ^^® J^ ^^ "^^ ^^^ ^^^'^ i^ nicht ent- 
halten, ojBFenbar nicht ^0 werden, ebensowenig ^— und^, denn 
diese müssten wegen (4) gleichzeitig verschwinden, was doch ausgeschlossen 

ist, da ^— • -ö ö— • -ö— nicht null werden kann. Somit dürfen wir 

' dx dy dx dy 

setzen: 

dY_ ^ dX dY_ ^ dX 
31 ~ dl ' dx~ • dx 

und keine der hierbei vorkommenden Grössen verschwindet bei der 
Substitution des Werthes von A. Daraus erhellt denn sofort, dass die 

Wurzel X der Gleichung ^ h i^ * ö~ = 0, wenn sie wirklich p ent- 
hält, auch (3 a) und (3 b) identisch befriedigt. 

% — h i> • ^— = wird aber immer für A eine Function von » er- 

dx * ^ dy _ ^ 

dY 

geben, ausgenommen wenn — ^ frei von A oder also frei von X ist, 

dY 

dy 
d. h. wenn: 

dx 'dy dX dy ' dx dX-^^' 

In diesem Falle hat man: |^ = /(r, X) also Y=F(X,c), wo 

X und y nur in c vorkommen können. Wir sehen demnach: bei allen 
Transformationen (1) mit Ausnahme allein derjenigen, welche die Form 
haben : x' = X{x^ y, A), y = Y(X, qp (x,y)) oder also auf eine Gleichung 
■^(^'; y 7 9^i^f y)) = Ö führen, bestimmt die Gleichung (4) A als Function 
von Xy y und p. Durch Einsetzen dieses Werthes in die Gleichung (1) 
und in die Gleichung (2 a) oder (2 b) erhalten wir die ümhüllungs- 
transformation von (1) in folgender Gestalt: 

(5) X = = (a;, y, p\ y = H(a;, y, p), p = T]{x, y, p] 

und zwar genügen E, H, TT den Bedingungen : 

(6) |=n| = ^.|i^-^.|| = o, ^_n-P = o. 

^ '' ^ ^ * dx cp dx dp 'dp dp 
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■n • x •• T i_ d^ dX . dX. dX ^E dX. dX ■» 

Es i8tnamhch^ = ^ + ^.5^, -^ = -^.. g^ u. s. w., be- 

achtet man hierzu ausser der Gleichung 4) noch, dass -^ TT • -j=^0 

werden muss, so kommt man auf die Gleichungen (6) sehr leicht. Wie 
wir sehen ist die Umhüllungstransformation von (1) eine Li e 'sehe Be- 
rührungstransformation und da sie sich sowol bei Ä) als bei B) ergeben 
hat, wollen wir sie als ,, vollständige" ümhüUungstransformation be- 
zeichnen im Gegensatz zu den „unvollständigen", welche nur auf einem 
der beiden Wege erhalten werden. So können wir denn unsere Resul- 
tate zuzammenfassen wie folgt: 

Satz II. „oo* FunMtransformationen von der Form (1), welche 
keine blossen Funktconstructionen sindy haben immer eine Lie'sche Be- 
rührtmgstransformation zur vollständigen ÜmhüUungstransformation^ wo- 
fern sie nicht bei der Elimination von X auf eine Gleichung F(x\ y\ (p [x, y)) 
= führen^^. 

Dazu, dass oo^ Punkttransformationen (1), welche nach x und y 
auflösbar sind, eine vollständige ÜmhüUungstransformation besitzen, 
reicht es offenbar hin, wenn die Gleichung (4) wirklich A als Function 
von p bestimmt; nebenbei sei noch bemerkt, dass in dem gedachten 
Ausnahmefall, wo eine Gleichung F{x\ y, g){x, y)) =0 auftritt, die^ 
Umhüllungstransformation, wenn überhaupt eine existirt, nur eine un- 
vollständige und zwar eine Punkttransformation sein kann. 

Stellen die Gleichungen (1) blosse Funktconstructionen dar, ist also 

p "y p TT p TT p "V" , 

-V- • -ö 4— • -|— ^ 0, so lassen sie sich schreiben: 

dx dy dx oy ' 

r) x' = X{x, y, A), y' = r(Z, A) . 

Hier giebt es nur ein einziges System von Curven A = const., in 
welches alle Curven der (x, y) Ebene verwandelt werden, eine Um- 
hüllungstransformation im Sinne von A) kann es daher nicht geben; 

anders bei JS), denn die Gleichungen -^ = und -j— = sind ja in 
unserem Falle vereinbar und bestimmen, falls nicht X die Form hat: 
X(jp{x, y\ A), immer A als Function von p^ die Bedingung (3 b) wird 
identisch erfüllt und so ist denn eine Lie'sche Berührungstrans- 
formation unvollständige Umhüllungstransformation der Transforma- 
tionen 1'). Wir können das auch so aussprechen: 

p ^ /) TT 

Satz ni. „Ergiebt die Gleichung -q— *+■ P ' -^ = ^ fi^ ^ ^^^ 

Function von rr, y und p, so verwandeln sich durch Substitution dieses 
Werthes die Gleichungen: 

r)x=X(x,y,X), y = F(X,A), 
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8 E. Engel. 

in denen Y eine von X nicht freie, sonst aber willkürliche Fimction be- 
deutet, immer in eine Li e' sehe Berührungstransformation/' 

Betrachten wir nun (5) und (6) als die allgemeinen Definitions- 
gleichungen der Li e 'sehen Berührungstransformationen in der Ebene 
und verlangen nur, dass die Functionen E und H von einander unab- 
hängig sind und dass sie beide p wirklich enthalten, so können wir 
leicht umgekehrt <x>* Punkttransformationen angeben, welche dieLie'sche 
ßerührungstransformation (5) zur * Umhüllungstransformation haben. 
Setzen wir nämlich in (5) für p eine beliebige Function y von x, y, A, 
so erhalten wir die cx)^ Punkttransformationen: 
(7) x' = E(x, y, (fix, y, A)), y = H{x, y^ (p{x, y, A)) 

und da Z und H von einander unabhängige Functionen sind, können 
wir auch q) immer so wählen, dass die Gleichungen (7) nach x und y 
auflösbar sind. Die Umhüllungstransformation zu (7) bestimmt sich 
aus der Gleichung: 

denn der Factor -^ darf natürlich nicht verschwinden; diese Gleichung 

aber wird erfüllt durch die Substitution g? =|), welche (7) wieder in 
(5) verwandelt und für A wirklich eine Function^ ergiebt; aus alledem 
folgern wir, dass (5) vollständige Umhüllungstransformation von (7) ist. 

Satz IV. jyJede Lie'sche Berührungstransformation der ebenen 
Curven lässt sich auf unbegränzt viele Weisen als vollständige Um- 
hüllungstransformation von oo* Punkttransformationen darstellen^'. 

Wir ersehen hieraus, dass die in den Gleichungen (5), (6) enthaltene 
Definition der Lie 'sehen Berührungstransformationen sich mit der uns- 
rigen, wie sie Satz IV ausspricht, vollkommen deckt. 

Die bekannte Eigenschaft der Li ersehen Berührungstransformationen 
(5), (6), eindeutig umkehrbar zu sein, geht nun auch aus unserer Art 
diese Transformationen abzuleiten leicht hervor. Die cx)* Punkttrans- 
formationen X == X{x, y, A), y= Y{Xy y, X) mögen eine Lie'sche 
Berührungstransformation als vollständige Umhüllungstransformation 

besitzen, so dass also -ö — • ^ — ö-v ö- • ^ w- ^ ist : wir haben : 

' dx dy dX dy dx dX ' 



dY dY 



P = 



dl dx 



dX dX 



dX dx 



dY^ __ r dX 
oder: p = ^ ^ , ist es daher möglich x, y und A 



dy ^ ' dy 



Digitized by 



Google 
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aus deu Gleicl^uiigen : 



X,y^Y,v^ 



dX dY 



dX dX 
dl 



als Functionen von x,y\p darzustellen, so ist dasselbe mit Xfy,p 
der Fall. 

Die Functionaldeterminante der genannten Gleichungen: 

^ , aX dY ^ H^ 
^ — dx'dy'dXdX 

dl 

wird 

_ dXidY d dY dY ^dY\ . ... Q 

— Ti Id^ TydX'~J^'dxdxS^''^^^^^^^^ 

und damit ist unsere Frage erledigt; jede vollständige ümhüUungs- 
transformation von cx>' Punkttransformationen ist eindeutig umkehrbar 
oder also: 

Satz V. jyBie Lie' sehen Berührungstransforniationen der ebenen 
Curven sind nach x^ y, p auflösbar^ also eindeutig umkehrbar.'^ 

Eine Frage bleibt nunmehr noch, ob nämlich die Auflösungen der 
Gleichungen (1) nach x und y: 

(8) x=X'(x',y\k), 3/ = r (a;', y, A) , 

als ümhüllungstransformation die Auflösungen der Gleichung (5) nach 

^5 y,i) besitzen. 

Die Umhüllungstransformation von (8) erhält man, indem man A 
durch den aus: 

rQ\ ■ dX dT dY' dX'_r. 

^^^ ~d^' dl dx ' dl ~ 

folgenden Werth ersetzt; andererseits findet man die Auflösungen der 
Gleichungen (5), wenn man die Gleichungen: 

dY 

(10) X = X{x, y. A), y = Y{x, y, A), 2>' = -g- 

Jl 
nach X, y, A auflöst. 

Aus den Beziehungen der Gleichungen (1) und (8) zu einander 
ergeben sich weiter folgende Identitäten : 

Y{X',r,x), 

T{X,Y,i.), 
und daraus leiten wir leicht ab: 



tx'=XiX',T,l), y^ 
^'^ U = X'{X, Y, X), y = 



dT ' dl '' dT ' du '' dl~ ' 
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dY ax' , dY dT , dY 



dX' d 



X "T- ar ' n "T- 



dX 



= 0. 



Diese Gleichungen gestatten das Resultat der Elimination von x und 
y aus (10) in der Form darzustellen: 

ar ax , ajF ar 
^ "" dx 



(12) 



ax' 1 ax 



ax 

ar 



ax' ax ~ ar ax 



Bestimmt man hieraus A und setzt seinen Werth in (8) ein, so erhält 
man die Auflösungen der Gleichungen (10) oder (5), welche offenbar mit 
der Umhüllungstransformation von (8) übereinstimmen werden, sobald 
die Gleichungen (9) und (12) gleiche Werthe von A oder, was dasselbe 
ist, gleiche Werthe von p liefern. Dies ist der Fall sobald: 



dY dx;_,dY dT_ dx' dT ar dx' 

ax' * ax "T" ar* ax , ~dx' ax dx ' ax 

dx dT ■*" ax' dT 



dX dX' , 

ax' ' ax "T" dT 



dl 



dy dl 



dt ax; 

dy ' ax 



= 



ist. Verbindet man hiermit die aus (11) folgenden Identitäten: 



ax 
dT 



dx dx: 

dX ' dy'' 

dT ^ 

w 



dY _ 

dT — 



dY dX' 

dX' ' dx 
dT 

dx 



so folgt, dass: 



ax 

dx 



dT 
dl ' 



dY' dT 

~W ' ax 



ax' 

dy 



dT 
dl 



dT dx: 

dy ' dl 



dY dT_ 
. , ax ' dy 

^ "• dX_ dT_ 

ax ' dx 



sein muss. Das ist auch wirklich der Fall, denn es ist: 



dT 
dx 



ax , 
aa?"*" 



dT 
dY 



g-o 



imd macht man hierin die Substitution (8), so zeigt sich, dass wirklich 

ar dx dT_ ar ^ ^ . . 
dx ' ax "T" dy • ax — ^ ^^^• 

Damit ist bewiesen, dass die Auflösungen der Gleichungen (10), bezüg- 
lich (5), mit der ümhüUungstransformation von (8) identisch sind. 

Satz VI. . yjDie oo^ Punkttransformationen (1) besitzen nur eine 
vollständige Umhüllungstransformation und es ist hei Bestimmung der- 
seihen gleichgültig , oh man von der (xy) Ebene oder von der (xy) Ebene 
ausgeht.^^ 

Damit ist in der Ebene die Zurückführung der Li e 'sehen ße- 
rührungstransformationen auf die Punkttransformationen vollständig 
abgeschlossen und zugleich die Methode klargelegt, deren wir uns im 
Folgenden immer bedienen werden, um aus bekannten Arten von Trans- 
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formationen neue zu gewinnen, es ist die Methode des Aufsuchens von 
Umhü] lungstransf ormationen. 

Vor der gewöhnlichen Ableitung der Li e 'sehen Berührungstrans- 
formationen aus Gleichungen von der Form : 

hat unsere Ableitung den Vorzug, dass bei ihr blos eine Unbekannte 
nämlich A zu bestimmen ist, während dort x und y, also zwei Un- 
bekannte zu berechnen sind. 

In den Lie'schen Berührungstransformationen haben wir schon 
eine specielle Art von Transformationen erster Ordnung, welche x und 
y als Functionen von x,y,p darstellen, kennen gelernt, allgemein 
wollen wir unter „Transformationen n^^^ Ordnung" solche verstehen, 
welche x' und y als Functionen von a;, j/, ^, . . . 2>« darstellen, wo 

p, = — ^ ist. 
ax 

Bei der Betrachtung der Transformationen höherer Ordnung, zu 
welcher wir jetzt übergehen, wollen wir uns folgender Abkürzungen 
beäienen : 

m 

. i/"(«;y.l>. •••!>".) = 1^ + 2^ '-P'+i (Po-y), 

* 

Bedeutet qp eine zweite Function von x,y^pi -** Pm) so setzen wir noch: 
dx ' dp„ dx ' dp^ — dx * dp^ d« ' ap« ~ ' ' ^ ' • 



§2. 

Die Berühmngstransformationen höherer Ordnung in der Ebene. 

Es liegt nahe, dasselbe Verfahren, welches uns in § 1 von den 
Punkttransformationen zu den Li e 'sehen Berührungstransformationen 
geführt hat, nun auf diese anzuwenden und also von cx)^ Li e 'sehen 
Berührungstransformationen die Umhüllungstransformation aufzusuchen. 
In der That würde sich als unvollständige Umhüllungstransformation 
eine Bertihrungstransformation 2. 0. ergeben, von solchen Transforma- 
tionen aus würden wir zu Berührungstransformationen 3. 0. gelangen 
u. s. w. bis zur n. 0. Allein bei diesem Gauge würden Wiederholungen 
unvermeidlich sein, deshalb ziehen wir es vor, gleich von den ein- 
fachsten Transformationen höherer Ordnung auszugehen. Wir ver- 
stehen unter „gewöhnlichen Transformationen n. 0." solche von der 



Digitized by 



Google 



12 F. Ekoel. 

Form: x = X{x, y,Px . . p„), y = Y{x, y,Pi . - i>«), wobei X uud F 
zwei willkürlich gewählte Functionen sind, dergestalt jedoch, dass 
dY 

Pi '= -jY Glicht frei von Pn-\-i wird, dass also: 



dx 



I Y Vi ^^ ^y d'Y dX + ^ 



ist; nach dieser Bezeichnung sind oflFenbar die Punkttransformationen 
gewöhnliche Transformationen nuUter Ordnung. 

c»^ gewöhnliche Transformationen n — 1. 0. von der Form: 

iX = X{x,y,p^ ...pn^i,^), y'= Y{x,y,p^ ..i?„«i, A), 



« f 






liefern, wie in § 1 für den speciellen Fall der Punkttransformationen 
(w == 1) näher auseinandergesetzt ist, zu jeder Curve y == y(x) zwei 
verschiedene Systeme von je cx>^ C", nämlich die Curven X = const. 
und die Curven x = const. Um besondere Fälle auszuschliessen^ setzen 

wir voraus, dass ^- • ^- ts— • ö ,- ^ ^^ ist und dass A in X sowohl 

als in F wirklich vorkommt: nunmehr suchen wir nach Anleitung des 
§ 1 zu (1) die Umhüllungstrausformationen. 

A) Die Curven A = const. X muss eine solche Function von 
X werden, dass die Gleichung: 

dT 1^ I ^ .1^ 

,o K dx^ dx '^ dl * dx 

^ dX~dX , aX dX 

dx dx ~^ dl dx 
befriedigt wird. 

B) Die Curven a; = const. x ist derart als Function von X 
zu bestimmen, dass: 

dY ar , dY dx 

/ny\ dl^ dl ' dx dl 

^"^^^ dX'^dX.dXdx 

dl dl ' dx' dl 
wird. 

Beide Male erhalten wir dieselbe Bedingung: 

^^^ dx' dl dx' dl~ 

und sehen somit, dass cx>* gewöhnliche Transformationen n — 1.0. 

nur eine, aber eine vollständige Umhüllungstransformation besitzen. 

Um die Gleichung (3) auf eine einfachere Form zu bringen, er- 
setzen wir die Gleichungen (1) durch: 

X =X(x,y,p^ ,..p^_i,X), y = Y (,x,y,p^ ...jp^_,,X), 
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wobei (3) übergeht io ; "^^ * ^ = ^• 



Von dem Falle 



dX 



— ^ sehen wir natürlich ab und finden so, 

Ol ' 

dass X sich aus (3) immer als Function von p» bestimmt ^ so lange 
dx 



nicht — pn 






von A oder also von X frei wird, d. h. so lange 



nicht 



dx 



= ist. 



ydY 

^ dX 



'=i 0, wenn Zdie Form 



Wie man sich leicht überzeugt ^ ist 

hat: Y {(p^ . .. q>nj X), worin q>^ , . , q>n n unabhängige Functionen von 
^yVyVx -..i^n-i sind, welche paarweise ergeben | ^.-^il = 0; es lässt 



^ dx 



sich auch zeigen, dass nur in diesem Falle 
jedoch hier nicht näher auseinandersetzen wollen 



^ ist, was wir 
Sowie also: 



/ dX- 



ist, erhalten wir durch Substitution des Werthes von k aus (3) in (1) 
als vollständige ümhüUungstransformation von (1): 

l I -" ' "da? *^jpn dx 'dpn-^' dpn ''^ ' dpn - ^' 

Die Relationen zwischen £, H, TTj ergeben sich leicht, wenn man 
zu der Gleichung (3) hinzunimmt, dass 

^^dX .dX ^ d=.__^dX dl 
dx^^ da; •" dl' dx^ dpn dl'dpn 

dH 



u. s. w. ist und endlich noch beachtet, dass 



dx 



n, 



-V- = wer- 
dx 



den muss. 

(4) ist eine Transformation n. 0., welche Berührung «. O. von 
Curven der (xy) Ebene in Berührung wenigstens erster Ordnung auf 
der (xy) Ebene verwandelt, wir nennen daher (4) eine „Berührungs- 
transformation «ter Ordnung" im Gegensatze zu den gewöhnlichen 
Transformationen n. 0., welche Berührung n. 0. von {xy) Curven zer- 
stören. Also: 

Satz I. „(»* gewohnliche Transformationen n — 1. 0. besitzen im 
allgemeinen eine Berührungstransformation n. 0. als vollständige Um- 
hülltmgstransformaiion.^^ 

Fassen wir nun (4) als die allgemeinen Definitionsgleichungen der 
Berührungstransformationen n, 0. auf, so können wir leicht oo^ ge- 
wöhnliche Transformationen n — 1. 0. angeben, welche (4) zur voU- 
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standigen Umhüllungstranäformation habeu, es sind dies die Transfor- 
mationen : 

a?' = E {oo,y,p^ ...i?n-i, <p), y = H (a;,y,pi ... pi-i, 9)> 
wo 9) eine willkürliche Function von x,y,Pi ...pn^i, A ist. Denn beim 
Aufsuchen der Umhüllungstransformation erhalten wir für A die 
Gleichung: 

d'E dH _ d^ ?_= = o 
dx' dq> dx' dq> ' 

da ^ natürlich $ sein muss ,. die Substitution 9) = jp, verwandelt 

aber die Gleicüung in die Identität | E H | = 0, bestimmt X als Function 
von pn und führt von den 00' gewöhnlichen Transformationen 
n — 1. 0. zur Berührungstransformation n. 0. (4) zurück. 

Satz II. ,,Jede Berührungstransformation n, 0, lässt sich aufunbe- 
grämt viele Weisen als vollständige Umhüllungstransformation von cx>^ 
gewöhnlichen Transformationen {n — 1), 0. darstellen/' 

Wesentlich anders als bei 00^ gewöhnlichen Transformationen 
n — 1. 0. verhält es sich mit den ümhüUungstransformationen von 
cx>^ Berührungstransformätionen (n — 1). 0.: 

iX = X{x, y, j>, . ..p„-i, A), y' = Y{x, y,p^ . . . pn^i, l) , 

(5) ] , Y V ( _ ^ JZ. __ ^ -M_ =: 

l I ^J: I- dx'dv^, dx 'dp^, — ""' 

A) Die Curven X = const. Es muss werden : 

dY dT dY .dX,dX 

, dx^^dPn-^i dx'^ dl' dx 

^^ ~ dX~ -Jx = dX,dX~~dl* 
^^ ^Pn-i ^^ ^^ dx 
also bekommt man für A die Gleichung: 
//» \ dX. dY dY dX. p. 

B) Die Curven x = const. Man hat die Gleichung : 

dY dY.dYdx 
^' _dl ax "» dx' dl 
^^ ~ dX'^dX.dX dx 

dl dl'^ dx' dl 

zu befriedigen und erhält daraus die Bedingung: 
dX dY _dY aZ_Q. 
dx' dl dx' dl i 

nimmt man hinzu ; dass 

, Yv. dX dY dY dX _^ 

ist, so zeigt sich^ dass man entweder auch hier auf die Gleichung 
(6a) kommt oder auf die beiden Gleichungen: 
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welche nicht von einauder unabhängig sind , da ja | X F I ^ ist. 

Die Curven A = const. und die Curven nc = const. besitzen also 
$kuch hier eine gemeinsame Enveloppe bestimmt durch die Gleichung 
(6 a) und dieser entsprechend besitzen die Transformationen (5) eine 
Yollstandige Umhüllungstransformation ; diese ist; da die Gleichung (6 a) 
im allgemeinen für A eine Function von x^y^p^ ...|?n-i ergiebt, eine 
Berührungstransformation n — 1. 0, 

Aber die Curven x = const. haben noch «ine besondere Enveloppe, 
welche von den Curven A = const. nicht eingehüllt wird, dieselbe be- 
stimmt sich aus (6 b) und da hieraus für A im allgemeinen eine Func* 
tion von pn folgt, erhalten wir zu (5) noch eine Berührungstransforma- 
tion n. 0. als unvollständige Umhüllungstransformation. 

Satz III. jyoo^ Berührungsiransformationen n — 1,0. besitzen im 
allgemeinen eine vollständige und eine unvollständige ümhülltmgstrans- 
formation, jene ist eine Berührungstransformation n — i. 0., diese eine 
solche von der n. 0.*' 

Die Gleichung (6a) geht, wenn man T auf die Form: 

bringt, über in: ö = 0, denn der Fall -^ = kann nicht in Be- 

tracht kommen; sie bestimmt daher A immer, falls nicht ö 5^ ^ ist. 

' ' OPf^_l <7-X. 

Die Gleichungen (6 b) bestimmen A nur dann nicht als Function von 



Pn, wenn — Pn = ^■y von A frei ist oder also, wenn 

ist. In diesem Falle ist wegen 

d'Y d'X 

dx dx 






dY — dx 



auch 



jrar 



dl 

Form haben: 



^0 und es lässt sich zeigen, dass dann X und Y die 



z= z(9), ... 9)„, A), r= r(9i ... 9n, A), 

wo 9?i . . . 9„ w unabhängige Functionen von x^y^p^ ... Pf^x sind, welche 
paarweise l^,- (pjt\ ^ ergeben. 

Noch wollen wir eine wichtige Eigenschaft der unvollständigen 
Umhüllungstransformation von (5) erwähnen. Dieselbe sei: 
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|fl3'==(a:,y,l>i...i),), y'= H (a;, y, i?, . . . !>«), i>,' = n,(a;^y,p,...i)n), 
™1 l = H|-0,|i-IT,.f^O, 



ir haben daDn: 








<r=__dx , ax d';i 

da; — da; ' dl dx' 


_aX d'i 




- ax * da; ' 




dE dx dl 






dPn — dl dp„ ' 





vorausgesetzt, dass für A der aus (6 b) folgende Werth substituirt wird. 
Hieraus finden sich die später zu benutzenden Gleichungen: 

(8) |ZA|=0, |HA)=0. 

Wir stellen nun noch verschiedene Eigenschaften der Berührungs- 
transformationen höherer Ordnung in einer Reihe von Sätzen zusammen. 
Satz IV. „In einer Berührungstransformation n. 0.: 



(9) 



\-v-Y\ ^'^ d^ d'y dX Q 

1"^ -^ ' ~ da; * dp^ dx * dp„~ 



sind die Functionen X und Y immer in Bezug aufpn^i undpn unab- 
hängig oder es ist: 

dX dY dY dX ^,, 



Beweis. Verschwände der eben genannte Ausdruck, so müsste Y 
die Form haben: 

Y=Ylx,y,p^.,.Pn-.2,X), 
also wäre: 

^^dY,dYd;X dJ[^dYd_X^ 
dx dX "+■ dx' dx' dPn dX ' dp^ ' 

die.Identität | Z Fj = nähme mithin die Gestalt an : ^ ^ 0, denn g— 

ist nothwendig ^ 0. Differentiirt man die letzte Gleichung einmal 
nach ^„_i und dann nach jp„, so kommt: 

d_dT dX^^ d^d^ dX , dY _^ 

dx dx * dp^ — ' dx dx ' dp^_, "^ aj)„_2 — ' 

woraus ^ ^ folfft: ebenso würde sich 5 ^ ergeben u. s. w., 

so dass man schliesslich für Y die Form F== Y(X) erhielte, welche 
natürlich ausgeschlossen ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz V. „7w 00* Berührungstransformationen n — 1. 0. (n> 1): 
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I ^ I ^ ^ I — da: ai>„_i da: ap„.x "~ 

si«d die Fwwdiowm X und Z, «;enw sie 6eide A wirklich enthalten, stets 
unabhängig l B. auf pn--\ wwd k d. h. es ist: 

dX dY dY dX ^,, 



ap„_i ax ai>„_i ax 

freweis. Wäre die angeführte Determinante wirklieh ^0, so 

müsste F= Y(x, y,p^ . .|>«_2, X) sein, also: 

^Y _dY ,d7 ^ dY ^dY dX 
dx ~ dx'^ dX' dx' dp^^i dX ' dp^^i ' 

aus I X r I = würde ^ = werden, denn ^|^ ist ja * 0. Diffe- 
rentiirt man die letzte Identität nach pn-i und nach X, so überzeugt 
man sich leicht, dass 7^ ^= sein würde u. s. w., kurz es müsste 

_ ^ ^Pn-2 

F«== ¥{X) sein, womit unser Satz bewiesen ist. 

Satz VI. „Jede Berührungstransformation n. 0.: 

IX' = X{Xyy,Py ...Pn)y y = Yix,y,p^ -'-Pn), 

(11) I iYvi-_^ IL^il. ax _^ 

I 1^ ^ ' ~ da? ' ap« da; ■ dp^ ~ 

lässt sich als unvollständige ümhüllungstransformation von cx> ^ Be- 
rührungstransformationen n— - 1. 0. darsteUen.^^ 

Beweis. Wir ersetzen in (3),|)„ durch eine noch zu bestimmende 
Function q) von x,y,p^ ... |>n-i, ^ und erhalten so die cx) * Transforma- 
tionen n. 0.: 

n-u q>) = ^{^7 y,Pi ...i>«-i, ^), 

Nehmen wir an (12) stellt oo^ Berührungstransformationen n — 1. 0. 

dar, welche (11) zur Umhüllungstransformation haben, so muss (cf. 

die Gleichungen (8) und das Vorhergehende) aus i?« = 9> sich für X eine 

Function von a?, y,p^ ..-pn ergeben, welche |XA| == und | FA| ^0 

macht. Bestimmen wir nun X aus den nicht von einander unabhängigen 

Gleichungen: 

(13) |XX|=0, \YX\^0, 

SO erhalten wir als allgemeinste Lösung: X = F(Xf y,^^ . .'^„-i) 
{wenn [XY» | = (x = 1, . . . n — 1), woraus dann von selbst 
folgt, dass auch \Y^^\ = und |V<V^| = ist}; berechnen wir 
hieraus pn = <p{x, y, p^ ...p„^i, A), so stellt, wie wir behaupten, für 
diesen Werth von q), (12) wirklich Berührungstransforniationen n — 1.0. 

EVOKL. 2 



(12) 1 ^' = ^(^, y, 1>1 • • • Pn-l , 

[y = X{x,y,p^ ...p,^!, 
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iast ^sixA heaivxt wirkiici. II' sü» Cmniiili 

aSadiiäi 'nei i*abflCitatioa des betnafftmfen W^rdu» vtiil i: 

/ix ^x • <'i ix ' '\p^ *ri * '^^«' 

uitfi: 

4X (<X 

«iimn 5*^ ist mAesw t 0. 
^^» 

Weiter ist aneh X T ^ , denn lüeae GL wird iiientiaeh erfoUt, 
wenn man darin for 2 äemen Wotk äetzs. ^, kommt afacz- ia. «iezn 
Aaadmck XT gar mett vor, wöhl abä- in dem W«tfce ¥011 1: wir 
äehliemen daraoa, dass HY äehon Tor Jener Sabstitiztioa, diastss an 
and för äick ^= ist. Damit st GsaH« ktzte Bekanpciiii^ bbI d» 
ganxe Satz erwieaen. 

Doreh wiederkoLt& Anwendung des Sasxes YI kommt bb& ioeht 
aaf den foigendu: 

Satz YU. ^ecfe BerihrwKSstraim^'»yrmatym a. O. Ieüs^ jüdb dar- 
sidUn ak eime n — 1** UmJkmllmmgdwaKatormtfitkm t*m 3c»-* LWsthen 
Bfrnlmmgdramsfefrmaiicmm oder als am ■* UwAallMmgßirmtsf^wmaiiaH 
von c»» PtmktiraM^<ynmati€mem.^ 

Wir haben bialang im Gebkfle der (x'yl nur den essten Di&ien- 
tialqnotienten jh von j^ in Betracht gcaogen und gefandes^ daas eine 
Berührongstransformation n- O. for j, y\ jpi Functionen toä Jf, fr JPi - - .J»» 
ergiebt; es bleibt noch zn nnteisnehen, wie ach die Diffefentialqiiotkn- 
ten höherer Ordnung, zunächst |4 darstelien. 

Gegeben sei die Beruhrongstransformation n. O.: 

I;p'=Z(x,y,p,.-.p.>, 9=Y(^9.Pt''^>, J^=^il«.frPi-..|^), 
l^^i=^'^.^dx rj». = ^' ^7."^« ^7. = **- 
Setzen wir: 

weü nach Satz IV : ^ - 1| - ^ - g * ist 
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Aus |XF| ^0 ergiebt sich leicht: 

«—2 / «-2 






Differentiiren wir diese Gleichung nach pn uud subtrahiren sie dann 
von der Identität: 



n— 2 



so kommt: 



Ausserdem folgt aus der Definitionsgleichung von q und aus: 
leicht: 





dY 

dPn 


p . ^-^ - 

» Öl»«- 


dx 

SPn-l 


dP, 

dp. 


dP, ax _ . d9 
ap_i dp, — dp, ' 



also geht die vorige Gleichung über in: 

und analog wegen |XF|^0: 

da: * ajp„ da? * dp^ ~' ^ ' dX^ — 9 ' ^i- 

dPn 

Es ist demnach: 

(17) \xp,\ = Q, |rp,| = p.p,. 

Soll nun die Transformation (15) die Eigeuschaft haben, auch für 

äPj 
P2 = , y. einen von 2?^i freien Werth P^ zu ergeben, so muss 

dx 
dP, dPj 

dx dp 

,^ ^ ^^ oder I XP, I ^ sein, das ist aber nach dem Vorher- 

Ix "äp^ 

gehenden unmöglich, so lange nicht -^^ • |^ — ^^^ • ~ = ist 

^Pn-^l ^Pn ^Pn-\ ^Pn 

und also nach Satz lY die Transformation (13) die Gestalt hat: 

2* 
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Damit ist bewiesen, dass in keiner Transformation n. 0. p^ eine 
Function allein der Differentialquotienten , welche X und Y enthalten, 
sein kann. 

Satz VIII. „Es giebt Jceine Transformation w, 0., welche Berüh- 
rung n. 0. von Curven der (xy) Ebene in Berührung von höherer als 
der ersten Ordnung auf der (xy) Ebene verwandelte/^ 

Zugleich giebt der eben ausgesprochene Satz die Antwort auf die 
Frage, welche Bäcklund in den Annalen Bd. IX, 297 ff. behandelt und 
erledigt hat, ob es Transformationen der ebenen Curven giebt, welche 
Berührung n. 0. wieder in Berührung n. 0. überführen, Berührung 
niederer Ordnung aber zerstören; wir finden mit Bäcklund, dass es 
solche Transformationen nicht giebt. Noch eine Folgerung können 
wir aus den Gleichungen (17) ziehen: 

Satz IX. yyJede Berührungstransformation n, 0. ist nach Pn-^u Pn 
und einer von den übrigen Variablen x^ y^p^.,. p„«2 auflösbar/' 

Beweis. Im entgegengesetzten Falle müssten alle Determinanten 
von der Form ^ + -^.- j^—^ • -^ = sein {t=x,y,p, ...i)„-i). 
Diese Gleichungen bezüglich mit 1, |>j . . . jp„ multiplicirt und addirt würden 

^^ . I VP I ^^ . ITT P I _J ^ 

daraus würde 



-*.-. i^'i-^i^^'i+^-i^^i-»' 



dp. 



i dx ar. _ dY, dx i ^ ^ 
I ai>,_, ' dp, dp_i ' dp, ; — " 



folgen, was ausgeschlossen ist. 

Wir verlassen nun die Transformationen der ebenen Curven und 
wenden uns dazu, die Entwiekelungen des § 1 auf die Räume höherer 
Dimensionen auszudehnen. 



§3. 

Die Lie 'sehen Berührnngstransformationen im Räume von 

n -f 1 Dimensionen. 

Im Räume von w + 1 Dimensionen d. h. im Gebiete von n ■\- \ 
Variablen (rr, . . . a;», e) sondert jede Gleichung z = ß {x^ - - .Xn) oo" 
Punkte ab, sie stellt also eine Punktmannigfaltigkeit von n Dimensio- 
nen, eine Mn dar. Mit den Transformationen solcher Mn werden wir 
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uns hier beschäftigen und gehen zu diesem Behufe von c»"* Punkt- 
transformationen zwischen den Räumen: 

jB*+i : (^1 . • . Xn^ z) und ICf-i : (^Z . . . ^i, ^') 
aus; dieselben seien: 

1/ = Z{x^ . . . a;«, ^, Aj . . . A«), 
0?^= Xi(x^ . . . Xn, 0, ^i . . . ^m) 
(i = 1 . . . w). 
Dabei sehen wir von den blossen Punktconstructionen vollständig 
ab, nehmen also ^ + ~^"^ * ' * X^ * ~~ST' ^ ^ ^^ » ausserdem mögen, 
wenn fx - • 'fm irgend m von den Functionen Xj . • . X„, Z bedeuten; 
nicht alle Determinanten von der Form ^, + J^ • • • ^i"' ^Q sein 
und zwar wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, dass 



2 






Wie in § 1 betrachten wir die Gesammtheit der Transformationen 
(1) als eine Abbildung des Raumes 2?«-|-i auf JCfi und bemerken wie- 
der, dass das Punktgebilde des i^+i? welches einer Jf« des JJn-f-i ent- 
spricht, zwei verschiedene Auffassungen zulässt. Einmal nämlich 
ergiebt unter den gemachten Voraussetzungen jede einzelne der Trans- 
formationen (1) zu der Jf„ : <= is {x^ . . , Xn) eine Mn des JBJ^fi, im 
Ganzen also liefern uns die oo"* Punkttransformationen auch oo"* ver- 
schiedene Mnf welche wir als die Mn : A = const. bezeichnen können, 
ihre Gleichung / = /(a;/ . . . a?«, A^ . . . km) ergiebt sich durch Elimi- 
nation von x^ . . . Xn aus den Gleichungen (1), in denen g = 0{Xx ,. . Xn) 
zu setzen ist. 

Dagegen erhalten wir bei (1) zu jedem Punkte des JB„+i cv)'" Punkte 
des Rn+i oder eine Mannigfaltigkeit von m Dimensionen^ eine Wm, so 
dass also auf diese Weise unserer Mn, die ja cx>** Punkte enthält, 
oo*» verschiedene M'm entsprechen, welche die M'm : a? = const. heissen 
mögen. In den Coordinaten (x £f) werden diese M^ durch die 
n[ — m + 1 Gleichungen : f^ (a;/ . . . a;«, /, o?, . . . a?«, js^ (a?j . . . a?«)) == 
{q = l ,,. n — m+1) dargestellt, welche sich bei den von uns ge- 
machten Annahmen aus (1) durch Elimination von A^ . . . A,„ ergeben. 
Hier stehen uns also wieder zwei Wege offen, um zu einer Umhül- 
lungstransformation von (1) zu gelangen, indem wir einmal zu den 
Mn ' A = const., dann zu den Mm ' x = const. die ümhüUungsgebilde 
aufsuchen und der betreffenden Mn des id_i zuordnen; beide Wege 
wollen wir einschlagen. 

A) Die Mn : A = const. Fasst man x^ , , . Xn als unabhängige Va- 
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riable auf, so bestimmen sich die -^-r = p'i als Functionen von 
a?! . . . iPn, iS?; jpi . . . jpn fpi = -g — ^ aus dcu Gleichuugen : 

n 

in welche die Bedingung dz' — ^/ jpi- . dfiPi = nach Einführung der 

1 

Gleichungen (1) zerfallt; unter -^ — /"(ä;, . . . Xn, 0) wird dabei der Aus- 

druck -K-^^ — |- pa • -x^ verstanden. Um die Enveloppe der oo'" Mn 

herzustellen, haben wir in (1) für Aj . . . A^ derartige Functionen von 
x^ . , . Xn einzusetzen , dass die so erhaltene Mn alle die oo*" Mn und 
zwar jede derselben längs einer JKi_m berührt oder, dass die neuen pi 
aus den alten hervorgehen, wenn man in diesen für Aj . . . A^ ihre 
Werthe setzt. 

Sollen nun die Gleichungen für die neuen pii 



dZ 






mit den Gleichungen (2a) verträglich sein, so muss werden: 

Wären ferner A^ . . , X^ als Functionen von x^ . . . Xn nicht von 
einander unabhängig, so würde es Werthsysteme (A^ . . . A^^») geben, zu 
welchen kein Werthsystem (x^ . . . Xn) gehörte, d. h. es würden unter 
den oo*^ Mn solche existiren, welche die gesuchte Umhüllungs-Jlf,i 
nicht berührten. Das geht ni<iht an, also können nicht alle 

Determinanten von der Form : /, + -^-^ • • • -k-1— ^ sein, wenn 

6i • • . Sm irgend m von den Variablen x^ . . , Xn bedeuten. In Folge 
dessen reduciren sich die Gleichungen (3a) auf: 

• 1 

Die zur gegebenen Mn gehörige Mn ergiebt sich durch Elimination der 
aj, A, p aus (1), (2a) und (4a) oder durch Elimination der x und der A 
aus (1) und: 
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Überall ist natürlich e ==^ is{x^ , . . Xn) zu setzen. 

B) Die Mm ' 00 = const Unser Bestreben wird selbstverständlich 
dahin gehen, auch hier zu einer solchen Umhüllungstransformation 
von (1) zu gelangen y welche jeder Mn des jB«+i wieder eine Mn des 
Bn+i zuordnet. Es bandelt sich daher darum, ob die Mm : x «= const. 
von einer M^ eingehüllt werden und da es gerade oo^ Min sind, liegt 
es nahe zu vermuthen, dass es eine Jf« giebt, die in jedem ihrer od^ 
Punkte eine der cx>* Mm berührt. 

Was zunächst die Mm betrifiPt;, so sehen wir A^ . . . A^ und von 
den Variablen (x\ z) etwa x[ . , . Xm als die unabhängigen Variablen au ; 

setzen wir dann : -yV = gj? -^^ = g^ (i= 1 . . . «w, x = m'\-\, ,.n) 

und verstehen ausserdem der Kürze wegen uuter xIq^ Xq bezüglich /, Zy 
so erhalten wir aus den Bedingungen: 

m 

dx^~^iq*'dXi = (x = 0, m+ 1 . . .w) 
1 
die folgenden Gleichungen: 

(2b) -^_2^.-^ = (.= l...».,x = 0,m+l...»), 

* 1 * 

woraus sich die q^ als Functionen von j?} . . . o^nt A^ . . . A», bestimmen, 
immer vorausgesetzt, dass 8 = z(x^ . . , x^^ gesetzt wird. 

Um andererseits aus den Gleichungen (1) eine M^ der verlangten 
Art zu erhalteih, werden wir x^ , . . Xn als unabhängige Variable be- 
trachten können und müssen dann A^ ... Am in passender Weise als 
ihre Functionen bestimmen, nämlich derart, dass in jedem Punkte 
(iCi . . . a;») der gesuchten Mn eine auf derselben liegende Mm vorhan- 
den ist, welche die bei (1) zu (x^ , . . Xn) gehörige Mm in dem ent- 
sprechenden Punkte (A^ . . . A^) berührt. In der Hauptsache lassen sich 
alle ild; welche auf der gesuchten Mn liegen, dadurch darstellen, dass 
für Xmr^i . . . Xn Functionen von x^ , . . Xm gesetzt werden, daher er- 
geben sich die Werthsysteme der q^, welche zu diesen M^ gehören 
aus den Gleichungen: 



^\dl, ^ ^* dl, f dx, ^ dx„ T^^ dxg, 
(ß = l . . . t» , X ^ 0, »» + 1 . . . n). 



dx. 



dx„ 
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Diese Gleichungen, in denen die X als noch zu bestimmende Functio- 
nen von x^ , , , Xn zu denken sind , liefern zu jedem Werthcomplex 

\Xa, % -ö^, a=l...m, /3 = w-f-l...wj Werthe der q^^ 

Eine -3f^> welche auf der zu findenden Mn liegt, durch den Punkt 

(x^ . . , x„) geht und dort gewisse Werthe -^-^ ergiebt, wird die zu 

(ic, . . . Xn) gehörige von den oo" M^ berühren, wenn für sie die 
letzten Gleichungen dieselben Werthe der q^ liefern wie die Glei- 
chungen (2b). Soll dies der Fall sein, so müssen die Gleichungen be- 
stehen : 

m-|-l ' 1 ^ m+1 ' ^ 

(a = 1 . . . m, X = 0, fM + 1 . . . n). 

Unsere Aufgabe ist nunmehr die A, -^-^ und q^ derart als Functionen 

von a;, . . . a;„ zu bestimmen, dass die Gleichungen (2b) und (3b) iden- 
tisch erfüllt werden; dann nämlich erhalten wir g,us (l) eine M^ und 
in jedem Punkte derselben (etwa in (^ . • . x^)) giebt es Mm, welche 
die M'jn:{x^^ • • • ^S) ^^^ wfachen Schaar von Üfm berühren d. h. mit ihr 
gleiche Werthe (g*)" ergeben. Es ist sehr leicht eine solche Mm an- 

^-^ j , so genügt 

die Mm'- 



Xß 



= ^;? +2 (^«"■^«) •(■&)' (^ = m+l...n) 



allen Anforderungen, da sie mit der Jf^, : (a:^ . .. a;^) in dem Punkte 

(AJ . . . Ay gleiche Werthe {qff besitzt. 

dsca 
Die Zahl der Unbekannten A, ^ ^ , q^ ist: 

m + m(w — m) + m (w — w -f- 1) = 2m . (w — w + 1); 

um dieselben zu finden, reichen die Gleichungen (2b) und (3b),'ebenfalls. 
2w . (n — m+1) an der Zahl, gerade aus und wir wollen nun vor 
allen Dingen die A als Functionen der x^ . . . Xn bestimmen, denn das 
genügt, um die verlangte M'n darzustellen. Schaffen wir aus (2b) und 
(3b) zunächst die g* fort, so kommen wir auf die Gleichungen: 
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welche sich schreiben lassen: 

f S? , dx^ dx, i^-L-u'SJiSL V-L^ Mi ^'-n 

(4b) l^^dx^' dl, '" dlm """-^ 3«« '^'^dXs dX, '" dX^~^ 

l («=!...»», x = 0, «»+ 1 •••**)• ■ 

Diese Gleichungen bestimmen die X und die -^-2- und zwar erhalten 
wir für die X allein folgende Gleichungen:- 



Vergleicht man mit A« die Determinante: 

2>a 






so zeigt sich, dass^: 

. V4-^^' ^^'"-7) fV-U^^' ö^m1»-»+^. 

ist, wie sich leicht ergiebt, wenn man in D« die w — m + 1 ersten 
Reihen Glied für Glied mit: 






multiplicirt und zu jeder dieser Reihen die m letzten Reihen addirt, 
nachdem man dieselben mit geeigneten ünterdeterminanten von be- 
züglich: 

2±S-|t-a-C (- = 0.»n + l...n.i=.«,m+l...n) 
multiplicirt hat. 

Da nun 2 — I? " ' ^ * ^ ^®*' ^^^^"^ ^^^ Gleichungen A« = 
über in die Gleichungen D^ = (« = 1 . . m) , welche ihrerseits 
wiederum den Gleichungen (2a) und (4a) zusammengenommen, also 
auch den Gleichungen (5) aequivalent sind. Wir können daher sagen: 
Aj . . A,n bestimmen sich aus den Gleichuugen (5), ausserdem ergeben 

noch die Gleichungen (4b) die Werthe der ö^^, die Gleichungen (2b) 
die Werthe der g?. 
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Da man für die A bei A) und bei B) ein und dieselben Functionen 
von x^ . . Xn erhält, ist es klar, dass man hier wie dort zu derselben 
UmhüUungs-Jlf i , also auch zu derselben ümhüUungstransformation 
gelangt. 

Die gefundene Jtf« hüllt, wie wir wissen die c»*» Mm : x = const. 
ein, aber sie besteht im allgemeinen keineswegs aus Systemen von 
Min, welche in jedem ihrer Punkte eine der oö^ Mm ' x = const. be- 
rühren; soll dies der Fall sein, so müssen die aus (4b) folgenden 

dx 
Gleichungen ^ = Fi{x^ . . a;«), als DijBferentialgleichungen angesehen, 

Xm-^ri • • ^n als Functioncu von x^ . .Xm bestimmen, das tritt nur dann 
ein, wenn m * {n — m), die Zahl dieser Differentialgleichungen =n — m 
ist d. h. = der Anzahl der unbekannten Functionen Xß. Beide Zahlen 
werden nur für m = w und für m =^ 1 einander gleich, sonst ist immer 
die Anzahl der Gleichungen die grössere. Bei m = n treten die 

^— ^ gar nicht auf, die oo**' Mm : x = const. sind ebensoviele Jf», welche 

offenbar eine ümhüUungs Mm (Mn) besitzen; ist dagegen m = 1, so 
hat man n — 1 gewöhnliche Differentialgleichungen : 

dXa 

5^ = F/(a;, ...a;„) (/3 = 2...«), 

welche X2 * » Xn als Functionen von x^ und n — 1 willkürlichen Con- 
stanten bestimmen, hier setzt sich daher unsere Umhüllungs M'n aus 
den (X)"~^ Umhüllungs-Jlf/ der oo** M^ : x = const. zusammen. 

Die gewonnenen Resultate können wir in folgender Verallgemei- 
nerung des Satzes I, § 1 zusammenfassen: 

Satz I. „Die cx)f* Jf« : v = const und die cx)« Mm - u = const. des 
Raumes x^ . . x„^i, welche durch n -{- 1 Gleichungen von der Form: 

Xi = Xi{u^ ' • Un, V^ ,..Vm) (i = 1 . . . W -f 1) 

bestimmt sind, werden von ein und derselben Mn eingehüllt/' 

Die wichtigste Frage ist nun offenbar die, ob A, • • A,„, p/ • • p„ 

sich aus den Gleichungen (2 a) und (4 a) wirklich als Functionen von 

^1 • • ^ni i>i . . -i^n bestimmen. 

Um dies zu entscheiden, stellen wir, da ja 

ist, aus den Gleichungen X« = Xa(x^ - - Xn, ^t ^\ ' ' ^nt) (« == 1 . - . m) 
die A als Functionen von x^ - • Xn, ^^ X^ . . . Xm dar; dabei gehen die 
Gleichungen (1) über in: 
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Berühr ungstransformationen. 
i£a = Xa(x^ • • Xn, ^, ^i ' ' *m) , 

Xfi = Xß(x^ ' ' Xnf e, X^ ' ' Xm) i 

gf = 'Z(X^ . . Xn, ^, ^1 • • Xr^ 

(a = 1 . . m, /J = w + 1 . . . w) 
Statt der Gleichungen (4a) erhalten wir: 
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oder: 



und da 



p) 



1 « m+l " * 



»») 



2±^^ 



8K 



P« 



dz 



^ ist, folgt daraus: 



!l)>.|5» («=l...m). 



Aus den Gleichungen (2a) aber wird: 

d^+2^dx,'-d^, - 2""^-'^^ 

mithin wegen (7): 



(8) 



dZ 



dX, 



dXi .^J ^^ dXi 



(i = 1 . . . W) . 



Da die Gleichungen (7), p,' • • Pm als Functionen von Aj . . A^, Pnir\-i • • P« 
darstellen, ist die Beantwortung unserer Frage auf die Untersuchung 
zurückgeführt, ob die Gleichungen (8), A, . . A«,, prn+i . . pn als Functionen 
von Xi . . Xny iSj p^ . . Pn bestimmen oder was dasselbe ist, ob die 
Gleichungen : 



— Pi 






dZ 
de 



Ei. 
^*< M. 



OT+l 






nach X, ... XmjPm^i . .p« auflösbar sind; dabei kann offenbar keiner 
der Ausdrücke Jf, Jf , . . . Jf« = sein, sonst würden ja die pi gar nicht 
in den Gleichungen (8) vorkommen. Die Gleichungen Mi-^ p^, M=0 
sind nicht auflösbar, wenn: 
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^+ dM 



MMt 




MM„ 








dMdM„ 


• 



MMm+1 
dM dM^^ 





MM„ 




dMdM^ 
dPn dp'. 



= 



ist oder da Jlf 10 ist, wenn: 



2 + M 



dXi 



dM„ dM, 



m+l 



d^ra 8i'™+l 






lO. 



Diese Gleichung lässt sich schreiben : 



Setzt man: 



so wird: 



8Xi' 






ajr, 






'dX„ 



dM 
dX^ 



a«, * ■ * aa;„ dz 



dX„ 


ax. 


^2, 


a«i 


a«. 


de 


az 


a^ 


dZ 


a«i 


a«. 


az 



= 0. 



a^ 
ax„ 



ax 

g^ = ^„ (a = 1 . . . »»), 



ax„ 



a 



a« ' ax„ . a«, 

und man erhält aus der letzten Gleichung: 



a^< 



(9) 



^J — CXx, 



ajv„ ax 



m+l 



aa^m aa?, 



m+l 






dZ 



= 



als Bedingung dafür, dass sich Aj . . . Xm, Pi' . . . l?n nicht als Functionen 
von {Xf 0j p) bestimmen. 

Die Gleichung (9) sagt aus, dass sich x^ ... Xn, z aus ^, . . . ^m, 
Xrnj^i • ' Xn, Z eliminiren lassen, dabei bleibt es jedoch unentschieden, 
ob diese Elimination sich erst bei Hinzuziehung aller n -\-l Functionen 
oder schon mit einer geringeren Zahl dieser Functionen ausführen 
lässt; da es aber kein Interesse hat, alle die speciellen Fälle, in denen 
(9) besteht, wirklich aufzusuchen, wollen wir uns damit begnügen 
einen sehr allgemeinen Fall anzugeben. 

(9) besteht nämlich offenbar immer , wenn sich N^ • • Nm, 
Xm+i . . Xnf Z als Functionen von X^ . . . X», und ^ < w + 1 Functionen 
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<p^ ... q)^ von x^ . , . Xny ^ darstellen lassen , dies tritt aber ein , wenn 
die Gleichungen (1) bei der Elimination von X^ . . . Xm auf n — m -{- 1 
Gleichungen von der Form: 

JPy (ir/ ...Xn,0, 9i . . 9>^) = (y = 1 . . . w — m + 1) 
führen. 

Abgesehen von diesen Ausnahmefällen erhalten wir daher, indem 
wir aus den n -\-m Gleichungen (2a) und (4a), A, . . A^, l?/ . . .j^n be- 
stimmen und ihre Werthe in (1) einsetzen, zu unsern oo"» Punkt- 
transformationen (1) als vollständige Umhüllungstransformation die 
nachstehende Lie'sche Berührungstransformation: 

X'i = =.i (X^ . . Xn, 8, Px • • Vn) 

/ = Z(a;, ..iTn, ^,1), ..!)„), 

Pi = TTi [X^ . . Xn, 8,Pi" Pn) 

(i = 1 , . . w) . 

Dabei ergeben die w + 1 ersten Gleichungen (11) bei der Elimi- 
nation von Px . .pn gerade n — w+ 1 Gleichungen zwischen {x, 0, x\ z). 

Für /"= Xx . . . Xn^ Z und entsprechend 9 = E, . . H„, Z haben 
wir nun: 



(11) 



dx. 



_i_„ 8<p «/■ _i_„ ^f^^^f f^*» i„ ^*«\ 

a^^ ^ ^ ^ 
ap^ jdi' dl.* dPi' 

und hieraus finden wir bei Berücksichtigung der Gleichungen (2 a) und (4 a) : 



(12) 






+i--ii-2'"-ig+'-t)-«' 



af-^"-!-» 



(x = 1 . . w) . 

Das sind aber (cf. Ann. VIII p. 306) die Bedingungen dafür, dass 
die Gleichungen (11) eine Lie'sche Berührungstransformation bilden. 
Also.* 

Satz n. „oom Punkttransformationm des Raumes Un+i, die keine 
blossen Punktconstructionen sindy besitzen immer eine Lie'sche Beruh- 
rungstransformation als vollständige Umhüllungstransformation, wenn m 
von den Functionen X, . . A« i. B. auf die A unabhängig sind und 
die Gleichung (9) nicht identisch erfüllt wird.\' 
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Wir betrachten nunmehr die Gleichungen (11) und (12) als all- 
gemeine Definitionsgleichungen der Li e' sehen Berührungstransforma- 
tionen im Räume von n -{- 1 Dimensionen und verlangen nur, dass 
die Elimination der pi gerade n — m + 1 Gleichungen zwischen (x, 0, x\ 0) 
ergiebt und dass keine der Functionen H^ . . E„, Z sich durch die 
übrigen allein ausdrücken lässt. Unter diesen Voraussetzungen können 
wir (11) auf die Form bringen: 

Xa='^a{CO^ . . Xn,0, p^ . . p„) , 
Xß = ^ß{X^. .Xn 0, =, ..H«), 



(11') 



/ = r {X^ . . Xny ^, H, . . =^) 



(« = 1 



m, 



ß = m+l.. .n) 



und es verschwinden dabei nicht alle Determinanten von der Form: 



i a«, • • 



wenn «,..»:„ irgend m von den pi bedeuten. 

An Stelle der Gleichungen (12) erhalten wir, ähnlich wie die Glei- 
chungen (7) und (8) aus (2a) und (4a) folgten: 



(12') 



er 

dZ' 



n^-^n-s-l^^o, 



tn+l 



+i-f-2"'-{g+* 



OT+1 



^1 

dz J 







(a = 1 . . w, 3C = 1 . . n) . 

Es ist nun sehr leicht (11') als eine vollständige Umhüllungs- 
transformation darzustellen; man braucht nur: 

='a == ^a (^1 . . a^n, ^, A, . . . A^) 

zu setzen (« = 1 . . . m), wo die 4>a willkürlich wählbare Functionen 
bedeuten, deren Wahl nur dadurch beschränkt wird, dass sie nach 
Aj . . Act auflösbar und mit £^-1-1 . . Z», Z' zusammengenommen i. B, 
auf x^ , . Xn, unabhängig sein müssen. Dann hat man die 00^ Punkt- 
transformationen : 

3l>a ==^a(iPl . .ÄJn,^, A^ • . A«) , 

Xß = Eßix^ . . X„, ^, O, . . 4>«), 

0' =Z'(X^ ..Xnj0,<^x --^m) 

(a = 1 . . . m, /J = m + 1 . • • w) 

und die Gleichungen zur Bestimmung der Umhüllungstransformation von 
(13) werden: 



(13) 
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+'■■%- 'S ''■'■t^.+^- ■'-§]-<> (»-i--»> 



m+l 

Diese Gleichungen werden identisch erfüllt durch die Substitutionen : 
0« = E«, j9j = TT,-, welche die Transformationen (13) wieder in die 
Li e 'sehe Berührungstransformation (11') verwandeln und A^ . . A^, 
Pi . 'Pn als Functionen von x^ . , Xn, ^, Pi . . jPn bestimmen; da ausser- 
dem die Gleichungen (13) keine bloseu.Punktconstructionen darstellen, 
ist (11') offenbar vollständige ümhüUungstransformation von (13) und 
damit ist der Satz gewonnen: 

Satz III. yyJede Lie'sche Berührungstransformation der Mn des 
Rn+i lässt sich auf unhegränzt viele Weisen als vollständige ÜmhüUungs- 
transformation von cx)"* PunMtransformationen darstellen ^ wenn m eine 
von der Beschaffenheit der Berührungstransformation abhängige ganze 
Zahl < w + 1 hedeutd'^ von den w + 1 Gleichungen der od^ Pu/nkt- 
transform^tionen sind m fast unbeschränkt willkürlich wählbar/^ 

Wir folgern hieraus wie in § 1., dass der Begriff „vollständige 
Umhüllungstransformation von co"^ Punkttransformationen'* sich mit 
dem in (11) und (12) definirten Begriffe der Lie'schen Berührungs- 
transformation vollkommen deckt. Wollen wir daher den bekannten 
Satz, dass die Li e 'sehen Berührungstransformationen eindeutig umkehr- 
bar sind, auch von unserer Ableitung dieser Transformationen aus- 
gehend nachweisen, so brauchen wir blos zu zeigen, dass die voll- 
ständige ÜmhüUungstransformation von c»»" Punkttransformationen 
immer auflösbar und also eindeutig umkehrbar ist. Wir gehen dazu 
aus von der Form (6) der oo"* Punkttransformationen und bemerken 
sofort, dass die Gleichungen (8) gestatten p^ . .pn als Functionen von 
x^ , .Xnyüy Xj . . . Xmy p'^+i . . pn darzustcllcn : 

(14) Pi=-— '^. — (f=l..w). 

m+l 

Daraus geht hervor, dass die p< sich auch als Functionen von: 

a?i ... a;«5 e^p^ . .jp« 
ausdrücken lassen, sobald dies nur mit x^ . , , Xn, 0j X^ . . X^ der Fall 
ist. Nun ist aber X« = a?« (« = 1 . . . m), also brauchen wir blos zu be- 
weisen, dass die Gleichungen Xß= X^, / = Z(/J = w + 1 .. w) zu- 
sammen mit den Gleichungen (7) nach rc, ... Xn, auflösbar sind. Die 
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Gleichungen (7) können wir nach der bei (9) angewandten Bezeich- 
nung schreiben: |)'„ = ^«(a = 1 . . . m) und wir sehen daraus, dass 
sich x^ . * Xnf immer bestimmen, wofern nicht (9) besteht d. h. also 
immer, wenn (6) eine vollständige Umhüllungstransformation besitzt. 

Auch die Werthe der p{ in (14) können durch die Substitutionen: 
Xa = iCa (« = 1 . . . wj), ^1 . . iP«, ^ Functionen von {x\ /, p) offenbar 
nicht .auf Constanten sich reduciren oder unbestimmt werden, da sie an 
und für sich weder constant noch unbestimmt sind. 

Wir sehen also, dass die vollständige ümhüllungstransformation 
von oo"* Punkttransformationen immer eindeutig umkehrbar ist oder: 

Satz IV. „eTctfe Lie'sche Berührungstransformation der Jf„ des 
Bnr\'i ist nach x^ . . . Xn, isi, p^ , * . Pn auflösbar, also eindeutig umkehrbar J^ 

Damit ist die Ableitung der Lie'schen Berührungstransformationen 
aus den Punkttransformationen auch im Räume Bn^x vollständig durch- 
geführt, höchstens bliebe noch zu untersuchen, ob auch wirklich die 
Auflösungen der ümhüllungstransformation von (1) und die üm- 
hüllungstransformation der Auflösungen von (1) mit einander über- 
einstimmen, doch wollen wir nicht auf diese Frage eingehen, zumal 
da wir leicht einsehen können, dass dieselbe mit ,Ja*' zu beant- 
worten ist. 

NSmlich gewöhnlich lässt man die Li e' sehen Berührungstrans- 
formationen aus w — w + 1 Gleichungen: 

A {X{ . . X4, /, X^ .,.Xn,0) = O (X = 1 . . W — W + 1) 

entstehen und bestimmt x^ . . Xn, z\p( ... p« oder x^ . . ä:„, z^p^^ ,,.pn 
aus diesen und aus den Gleichungen: 

1 
n— m+l 

(i = 1 . . w). 

Dabei werden weder die {x, e) noch die {x\ /) bevorzugt und 
es ist daher offenbar gleichgültig, ob man die Gleichungen fx = durch 
die oo"» Punkttransformationen (1) oder durch deren Auflösungen 
ersetzt; beide Male erhält man ein und dieselbe Li ersehe Berührungs- 
transformation als ümhüllungstransformation. Nur kurz sei noch be- 
merkt, dass man bei unserer Ableitung der Lie'scheh Berührungs- 
transformationen aus Punkttransformationen stets weniger Gleichungen 
aufzulösen hat, als nach der gewöhnlichen Methode. 

Es ist mir zur Zeit noch nicht möglich, die eben durchgeführten 
Entwickelungen auch auf die Transformationen höherer Ordnung der 
Mn des i?n+i auszudehnen, ebensowenig kann ich auf verschiedene 
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interessante Fragen^ welche bei den Transformationen höherer Ordnung 
der ebenen Curven auftreten, eingehen und muss daher diese Unter- 
suchungen auf spätere Zeit verschieben. Der nachfolgende , letzte § 
giebt noch einen mit dem Vorhergehenden allerdings nicht in direktem 
Zusammenhang stehenden Beitrag zur Theorie der Berührungstrans- 
formationen überhaupt. Zwar hat man schon die Berührungstrans- 
formationen 1. 0. der gewöhnlichen Raumcurven und überhaupt der 
Curven (M^) des Raumes von n Dimensionen bestimmt, aber so all- 
gemein wie in § 4 seheint die Bestimmung von Berührungstrans- 
formationen noch nicht ausgeführt worden zu sein. 



§4. 
Bestimmung aller Berührungstransformationen 1. 0. der Mn des 

Raumes £»+»!• 

Die Berührungstransformationen 1. 0. der M„ des Rnr{-m müssen 
die Form haben: 

/, = Z. {X^ ..Xnjüx" ^m, Pi), 

(£^ X = 1 . . w; a, i e= 1 . . w), 
wenn x, x' die unabhängigen, Zy sf die abhängigen Variablen sind, 

gesetzt wird und endlich das p^ in den Functionen X^y Z,, Q^ be- 
deutet, dass alle Diflferentialquotienten p"! darin vorkommen. Im Fol- 
genden sind natürlich immer 0^ . . 0m und 0^ . . /^ als Functionen von 
bezüglich x^ , , Xn und x{ . . Xn zu betrachten. 
Aus den Gleichungen: 



(1) 



d0'. — ^ q^ • dXa = 
1 

ergeben sich für die Functionen X«, Z», Q^ sofort die Bedingungen: 



welche wiederum, weil die Qa nur Differentialquotienten 1. O. der 0, 
enthalten sollen, in die Gleichungen zerfallen: 
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(2) 



wobei kurz: 



d'Z. 



■2^: 



epi 



= (e, X = 1 



dxj 



2^^ 



^ = («,i^l 



»»), 



IL 

dx, 



m 

' _L 'S!«» ^f - ^f 



gesetzt ist. ^ 

Die Gleichungen (2) zeigen zunächst, dass, wenn unter Ä,jr, •• ä», 
wie im Folgenden immer, irgend welche von den j?,* verstanden werden, 
alle Determinanten von der Form : 






sein müssen, dass also in den Z, die jp,* nur in den Verbindungen 
X, . . . Xn auftreten können: 

Z. = Z,(x^ . . , Xn, e^ . . . 0m, X^ , . . Xn) (f = 1 . . . m). 
Deshalb ist: 



dp' 



dZ, dx„ 



d^a dpf 



d'Z, 
dx. 



« ^-TJ 



•■^ "° dX( ''.^ 



dz, ax^ 

8X' 



dx. 



und an Stelle der Gleichungen (2) erhalten wir damit: 

dX„ 



(3) 



2 («-#)■ 



1 
ctZ. 



dpi 



(e, X = 1 
d'X„ 



m), 






«). 



Wollen wir diese Gleichungen vereinfachen, so müssen wir über die 
Beschaffenheit der Determinanten ^ + dn ' ' ' "^'~ bestimmte 

Voraussetzungen machen: die allgemeinste Voraussetzung ist die, dass 
bei allen Determinanten der genannten Form die ünterdeterminanten 
^ten^ ^ — Iten . . . ,^ — ^ ^ iten Gradcs ausuahmslos ^=^0 sind, während 
die vom Grade n — (i nicht sämmtlich verschwinden ; dabei wollen 
wir aber gleich von vornherein den Fall (i =^ n ausschliessen, denn 
f ür ft a= w würden alle Functionen X, ... X« von den pi* frei sein 
und wir hätten es mit blossen Punkttransformationen zu thun. 
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Bei den getro£Penen Festsetzungen lassen sich (i und nicht mehr 
als ft von den X als Functionen der übrigen und der Variablen {x, 0) 
darstellen, etwa: 

Xa = 'Xa(x^\ . .Xn, ISf . * ßm, X^+l • • • X„) (« — 1 . * . ft) 

und zwar verschwinden dann sicher nicht alle Determinanten: 

sonst wäre ja im Widerspruch mit dem eben gesagten auch noch 
X^+i eine Function von 

a:, . . . aj„; 0, . . . Zm, X/<+2 • > . X«. 
Weiter ist: 

Z, = Z,(a:j . . . Xn} J»i . . . ßm} ^A«+l • • • -^i») 

und verstehen wir im Folgenden unter: 
den Ausdruck: 



30 ist für a = 1 



und ausserdem: 






* «"75 






Durch Einführung dieser Relationen nehmen die Gleichungen (3) die 
Gestalt an: 



Digitized by LjOOQIC 



M+1 

3* 



36 



F. Enobl. 



Dafür lässt sich übersichtlicher schreiben 



dx. 






dxj 



(f , X = 1 . . . w, i = 1 . • . n), 



und erinnert man sich, dass nicht alle Determinanten: 



y^ 



dX, 



jLj— dn, 



t±y_ 



>+i 






identisch verschwinden, so kommt man sofort auf die Gleichungen: 



(4) 



<2J 



dZ, 



dx. 



?Qa 



dx„ 



= 0, 



-d^ -2: ^« • -Ä^ = ^ 

1 

.(£c=l,..m, 1=1. ..n, /J=ft + l...n), 



Aus alledem sehen wir, dass die gesuchten ßerührungstransformationen 
nur die Form haben können: 



(5) 



«^ = X^(a;, . . . «„, flTi . . . «CT, i»(*), 



X«), 



2^ - »X« 



-2«*- 



dX^ 

dx„ 



» 1 

worin die X«, Xp, Z, und <?« noch derart zu bestimmen sind, dass 
die Gleichungen: 

dZ, -^ ... dX„ 



(6) 



:f-2^- 



= (i=='l...w, €=l,..m) 



dx, j^ ^"^ dx^ 

befriedigt werden. Dabei kann /it einen der Werthe 0, 1 ... w — 1 

haben und zwar sind für ^a = die ^ bei (5) und bei (6) durch 

1 
Null zu ersetzen. 



Digitized by 



Google 



Berührungstransformationen. 37 

Bei Elimination der Qa aus den Gleichungen (6) erhalten wir n — (i 
Gleichungen für jedes Z, und haben deren allgemeinste Lösung auf- 
zusuchen, worauf dann die Gleichungen (6) sich für jedes s auf ft Glei- 
chungen reduciren, welche die Qa(a =^ 1 . . , (i) bestimmen. 

Wir können ohne Weiteres n + /t + 1 Functionen Xi . . . X^ , 
Xfi^i . . . Xn, Z^, Ql . . . Q}i angeben, welche den Gleichungen (6) fgir 
£ = 1 genügen, wir brauchen nur Xj . . . X^, Zj als willkürliche 
Functionen ihrer Argumente (x, 0, X^) anzusehen, aus den Gleichungen 
(6) (f s= 1) die Qa zu eliminiren und nunmehr die X^ als Functionen 
von (x,is,pi*) zu bestimmen, worauf sich aus (6) die Werthe der Qi 
ergeben. Bei besonderer Beschaffenheit der Functionen Xi . . . X^, Z, 
kann es vorkommen , dass die Gleichungen (6) (s = 1) nicht alle Un- 
bekannten Qii, Xß bestimmen, es ist dann die Determinante : 



dx^ 



(l|-^-«l|)-o. 



oder also X, • • -X^; ^^ ' - • • ^^- sind Functionen von /i (a;, z) , . . 
f^{Xy isi), Xfi-^i . . . Xn allein, wo v < w ist und wir natürlich voraus- 
setzen dürfen , dass nicht alle Determinanten ^ + -jy -jr~ ^ ^ 

sind dl . . . Sv irgend v der Variablen x^ , . . Xn)' 

Für Zj selbst finden wir: ^(a;, ^) + Fj (/; .../;, X^+i . . . X«) 
und erhalten aus den Gleichungen (6) (^ = 1): 



-d^+^ [Wy — -Zr ^« dfy j' dxf - " 



(i = l . . . n), 



woraus folgt: 

Hieraus schliessen wir, dass % auch eine Function von /"] . . . /V 
ist, also mit F^ verschmolzen oder = gesetzt werden kann. Wegen 

der Eigenschaften der Determinanten ^ + -^ • • -3y- kommen wir 
daher auf die Gleichungen: 



2««--ä7^ = (y-l...i^). 



dfy ^ ^« a/; 
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Wir bemerken zunächst, dass nur die Fälle v^fi in Betracht 
kommen können, denn wäre v <C ff>, so bestände zwischen den Func- 
tionen Xi . . . Xfi, Xfi+i ... X» allein wenigstens eine Relation , was 
damit unverträglich ist, dass rr/... Xn die unabhängigen Variablen sind. 

Aus den letzten Gleichungen lassen sich, da 1/ ^ ft ist, die Qi^ 
immer als Functionen von /",... ft, -X^+i . . . X« darstellen und wir 
erhalten noch v — /* Gleichungen: 

aus welchen sich noch etwa X^^^i . . . Xy als Functionen von /*, . . ./i; 
X,^.! ... X, bestimmen , während X^^i . . , X« willkürliche Functionen 
ihrer Argumente {x,z,Pi*) bleiben. 
Aus (6) erhalten wir jetzt: 



• 1 I » 



3 ^ d/y <^^. ^^. 

da 

und somit: 



^i^^-ij---^"« (*=.+ !...«, .=2...»,), 

woraus folgt: 

Z, = F,(f^ . , .f^, Xfi^i . . . Xn) . 

Jetzt zeigt sich, dass v jedenfalls > fi sein muss; denn wäre v = f*, 
so Hessen sich Zi , . . Zm alle als Functionen von X, . . . X^ allein 
darstellen und von einer Transformation wäre gar nicht mehr die Rede. 
Unsere letzten Gleichungen gehen nunmehr über in: 



woraus : 



dF, ^ ^, dX, 






Diese Gleichungen bestimmen alle Qa und ergeben ausserdem für 
jedes F, die v — fc Bedingungen: 

Wir wollen uns nicht dabei aufhalten, die allgemeinste Lösung 
dieser Gleichungen aufzusuchen und bemerken nur, dass dieselbe die 
Form hat: 
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F. = 0. (Z,, X, . . . X^j X^+i . . . Xj, 
so dass wir als allgemeiue Losung der Gleichungen (6) erhalten: 

a;^ = X| (/;.../;, XH.I...X«) (1=^+1. ..^;), 

^i' = Z, (/",.. . /y, X^+1 . . . X„), 

0: = Z.(Xi ^ . . X^, Z,) (£=2. . .w), 

wo die Xa, Xs, Z, , Z, willkürliche Functionen ihrer Argumente sind, 
während die X^ sich aus (A) bestimmen. 

Wir schreiten jetzt zur Betrachtung des allgemeinen Falles, dass 
die Gleichungen (6) («=!) die §i und Xß alle bestimmen und schreiben 
die Gleichungen, aus welchen sich die Xß direct ergeben, etwa folgen- 
dermassen: 

Es leuchtet ein, dass unter diesen Voraussetzungen aus den Glei- 
chungen : X^+i ==^ c^+i , . . Xn'= Cn sich w — /* Pi" mit lauter verschie- 
denen Indices i bestimmen lassen. Wäre dies nämlich nicht der Fall, 
gehorten i == 1 .. ./it + 1 nicht zu den Indices i der n — f* bestimmten 
Pi*, so müsste die Gleichung: 



, C*A| 



an und für sich identisch bestehen, denn dieselbe wird zur Identität 
für die gefundenen Werthe von X^-j-i ... X«, sie muss also identisch 
bleiben, wenn man für jene n — f* l?t* ihre Werthe setzt, wobei sich 
die Functionen Xß bezüglich auf Cß reduciren, während ausserhalb der 
Xß jene |),* gar nicht in der Gleichung vorkommen. 
Die Gleichung: 

kann aber gar nicht an und für sich identisch bestehen, wenn wirklich 
die Gleichungen (6) (£ = 1) alle unbekannten (?i, Xß bestimmen. Des- 
halb können wir also annehmen, aus den Gleichungen X^=c^(/J=fA+l...w) 
ergebe sich !>?== 9j'(/3 ==fA + 1 . . . w), die Indices x sind dabei der 
Einfachheit halber alle = m gewählt; sollten sie nicht alle = m sein, 
so ändert das an den folgenden Betrachtungen wenig, am. Resultate 
gar nichts. Unsere Aufgabe ist jetzt die Z, als von den pi* freie Func- 
tionen von {x,0,c) derart zu bestimmen, dass sie die Gleichungen: 
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dX^ 


= 



(/J = ft + 1 . . . w) 

befriedigen, Gleichungen, welche für ««1 schon identisch bestehen. 
Wir schreiben diese Gleichungen folgendermassen : 

setzen wir alle hierin vorkommenden p^ = 0, so kommt: 



(7') 



^ — ^"m ^•*'i ^•*'^ 



DiflFerentiiren wir (7) nach pHA = l,..m — 1) und setzen dann alle 
|),* = 0, so folgt: 

^=^ a^i • dx, ~^'^\dp^ J ' ^- dz^ ' dx, ••' dx^ 

Alle diese Gleichungen bestehen für e = l schon identisch, wir 
erhalten daher für Z« folgende Gleichungen: 



V . .^ _^ :^ y» . 



aa?! aa?^ ^^ ^ dz, dxi dx^ 



> 





a«, a«^ 


^ ± a«i a», 


,ax, 
a«^ 




57, ^z. 


ax, ax^ 
a«, a«^ 





±-; 



d2^ dX, SX^ 



> 



a«„ a*. a«^ 



(/3=i»|it+l...», A=l... m): 
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Das sind w + w — p — 1 lineare, von einander unabhängige Dif- 
ferentialgleichungen für Zg, welche befriedigt sein müssen, wenn (7') 
bestehen soll. Die Zahl der unabhängigen Variablen (x^si) ist m'\-n, also 
besitzen diese Gleichungen nicht mehr als fi-f-1 unabhängige Lösungen, 
die wir wirklich angeben können : Z, = Zj , X^ . . . X^ . Die allge- 
meine Lösung ist daher: 

Z. = F(Z^, X, . . . X^, c^+i . . . Cn), 

eine Lösung, welche offenbar auch die Gleichungen (7) erfüllt. Wir 
ersehen daraus, dass die allgemeinste Lösung der Gleichungen (6) die 
Form hat: 

Zt == Zt (Zi , Xj . . . Xfi , X^+i . . . Xn) . 

Die Gleichungen (6) gehen dabei über in: 



(8) ^^' ^^ 



h^{«-Ä}-^=« <--■«•). 



und vergleicht man damit 



-0, 



so folgt: 

Ausserdem wird aus (5): 

(8') «/'='-^-ä:^+2r^-ä^+ä^-2r«<'-ä^' 



dz: dz, , dZ. ^ 1 az. az; 






az, ax^ ^ ax^ -4; *" dXg sa 



V« 



2^°"'äi+^^"~äz; 



(«=2...»»), 

Fassen wir mit dem ebeu Gefundenen das Resultat der Unter- 
suchung des specielleu Falles, in welchem die Gleichungen (6) (« <= 1) 
nicht alle Unbekannten Qi, , Xp bestimmen , soweit als möglich zusam- 
men, so finden wir, dass die allgemeinste Form der Berührungstrans- 
formationen der M„ des Bn+m die folgende ist: 
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(9) 



^m) -X^+l . . . X, 



^' 



Xß = Xß{x^ . . . Xn, 01 ' . . 0m, Pi"), 
0\ = Z, (a?! . . . a?n, ^1 . . . X?m, X^+1 . • . X,), 

^e = Z,'(X, . . . X^, ^/u+1 . • • Xny Z,) 
(«=1. ..fA, /3 = f*+l. ..W, £ = 2...W). 



Hierbei ist fi irgend eine der Zahlen 0, 1 ... w — 1; Zj . . . X^, 
Z, , Zj' . . . Z'ot sind willkürliche Functionen ihrer Argumente und 
X^+i . . . Xn, sowie auch Q\ ... ^/^ bestimmen sich aus den Glei- 
chungen (6) und (7) (f = 1). 
Ausserdem wird noch: 



(10) 



az; az; 

*« "" ^x~ + ^« * ~ä zT 









1^-2« 



da;.. 



(«=1...^, /3=fc+l...n, £=2...m, i==l...w). 

Die Transformation (9) ergiebt die w — 1 von den (a?, z) freien 
Gleichungen : jer^ == Zi (a;/ . . . a?„', je?/) (f = 2 . . . m) und diese Glei- 
chungen stellen oflFenbar eine JCfi des K^j^ dar. Wir sehen daher, 
dass alle Berührungstransformationen der Mn des 12«+», alle Mn des 
iJ„+TO in solche Mn des JBI^f»» verwandeln, die auf ein und derselben 
-ilf„+i liegen , d. h. es giebt ausser den gewöhnlichen Punkttrans- 
formationen keine eindeutig umkehrbaren Berührungstrausformationen, 
welche alle M^ des ü„+,„ in alle Mn des jB«H-m und umgekehrt über- 
führten. Will man eine eindeutig umkehrbare Transformation haben, 
so muss man zwischen den Variablen (a?, e) allein noch m — 1 Glei- 
chungen festsetzen, d. h. es giebt nur solche eindeutig umkehrbare 
Berührungstransformationen der Mn des Bn-\-m, welche die Mn einer 
Jfn+i des RnJr^n in die Mn einer JCfi des JR«+m verwandeln, oder 
eindeutigumkehrbare Berührungstransformationen von Mn sind ausser 
den Punkttransformationen nur die Li e 'sehen Berührungstransforma- 
tionen der Mn eines Raumes von w + 1 Dimensionen. 

Es ist nicht schwer die Gleichungen zur Bestimmung der Berührungs- 
transformationen auf eine elegantere Form zu bringen. Diejenigen 
unter den Gleichungen (9) nämlich, welche von den p* frei sind, 
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lassen sich offenbar ersetzen durch ein System Gleichungen von der 
Form : 

(11) VcT (^x . . . a?n, ^,' . . . ^w, a?j . . . a?„, jEf, . . . z^) = 0, 

(y = l...m-l, d=l...fi + l), 

woraus die betreffenden Gleichungen (9) sich durch Auflösung nach: 

jer/ . . . z!n und a?,' . . . a;^', jer,' 
ergeben. 

Die Gleichungen (10) bestimmen nun noch x^^\ ...a?n und die g*; 
wollen wir daher die Transformationen (9) aus Gleichungen von der Form 
(11) ableiten, so ist es nur nöthig die Gleichungen (10) so umzuformen, 
dass die Functionen X, Z nicht mehr darin vorkommen , dass vielmehr 
bloss F und Y noch auftreten. Eine Anzahl Gleichungen für die q^^ 
ergiebt sich sofort aus (11); nämlich: 

dF 
-^=0 (y=l...m-l,i=l...n). 

Weiter liefert das Verhältniss der Gleichungen (9) und (11) zu einan- 
der folgende Identitäten: 

Vd(X^l '"Xft, Xft^i.,,Xn, Z,, Zj'-.-Zw, Xi...Xnf 0f.0m) = 
(d = l..,fi+l), 

welche für jeden Werth von : 

Xf,+i . . . Xn, »1 . . . »n, e^ ... gm 

stattfinden. 

Diese Gleichungen ergeben nach Xi und Xß differeutiirt, wobei 
uatQrlicb Si . . . z„, als Functionen von x^ . . .Xn ^Vi betrachten sind: 

dV^ . ^, . -.„ . ^, . -„ — . 



1 dZ, "«"^ dZ', ' dZt j dx, — ''' 

■*" 1 az, ■T"<<^ az; " az, | ax^ — 

(*=l...p + l, /J=^ + l...n, »=.!.. .n). 

Google 
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Beachtet man nun, dass aus den Gleichungen (8) und (8') folgt: 

^^ dX ^^i ^Zi dx^ ^ ^« dx^ ' 

(i=l...n, «=2...m, ^=f* + l...w), 
so erhält man statt der letzten Gleichungen die folgenden: 

i:^ + y/i:^ . yo..l!il J^« . i!i. äz, _ 






az^ -^ -^ az; "t^ | gx„ ^^ '«^« ^z;/ az^ 

Verbindet man damit die Relationen (cf. (10)): 



'^■-o> + ^«-|j, 



ax, 



SO bekommt man: 



dVj , '^/av, ,^^, av, \ dx„ 
l'^«' +y.o. ^''* 4.^/^''* 4.1:]o. ^''4 ^^«-0 

a^+Z'«/»--äzr+2r{:^+^-««-^-^7=0' 

wo Z/ = Z^ ist. 

(*=1...^ + 1, /5=f* + l...w, i=l...w). 

Um hieraus noch die DiflFerentialquotienten der X« wegzuschaflten, 
brauchen wir blos die letzten Gleichungen bezüglich mit Pactoren 
Q^ zu multipliciren, nach d von 1 bis (i +' 1 zu summiren und dann 
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die Qd so zu bQatimmen, dass die (i yersehiedenen Factoren der--^ 



dX^ 



dXi 



dX 
und der ^y " verschwinden. So kommen wir auf die Gleichungen: 






+ 



1 * 



/u+l 



=}-o, 






9er 



dX8_ 
dXf 







(«==!.. .f*, /3=f* + l...n, i==»l...w). 



<?^^ 



Nehmen wir hierzu noch die Gleichungen — pr- = und ersetzen äusser- 



et a?'. 



dem Xa, Xß, Q'y Q* durchs?«, Xßj q^j q*, so haben wir im Ganzen 
die Gleichungen : 



(12) 





dXf 


1 


d^, 

~d^ 


^Qi • 


dm, 



:0, 
0, 

.0 



^(y«=l...ni — 1, i=l...w). 

Die Gleichungen (11) und (12) zusammengenommen sind an der Zahl: 

m--l + f* + l + w.(m — l + l+l) = m + n + f* + m.n; 

die Unbekannten sind a?', /, g*, (>^, ihre Anzahl beträgt, da die ^^ 
nur für ft Unbekannte zu rechnen' sind : m + n + f* + m.n. Wir 
haben also ebensoviel Gleichungen als Unbekannte und es ist somit 
unsere Absicht, die Berührungstransformationen aus Gleichungen von 
der Form (11) abzuleiten, erreicht. 

Wollen wir eindeutig umkehrbare Transformationen haben, so 
müssen wir noch m — 1 Gleichungen zwischen den (a?, z) allein hin- 
zufügen, wir können daher sagen: 

Satz. jjJede eindeutig umkehrbare Berührungstransformation der 
Mn des 2J«+w, wird erhalten durch Auflösung der Oleichungen: 



Digitized by 



Google 



46 



(13) 



F. Enqbl. Berührangstraneformationen. 
^d{00;...Xn, ^/...JEf,;, X^...Xnj ^,.../m) = 0, 






f- = o, 



dx. 



0, 






da;:. 






wacÄ (a;', /, gj') oder nach (x, Zyp^Y^ 
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Lebenslauf. 



Geboren am 26. December 1861 in Lugau bei Chemnitz als Sohn 
des dortigen Pfarrers Engel wurd#ich auf den Namen Friedrich ge- 
tauft. Im Jahre 1865 siedelten wir nach Greiz über, wo ich seit 
Ostern 1868 zunächst einige Jahre lang die Bürgerschule besuchte, bis 
ich Michaelis 1872 in die Quarta des neugegründeten Gymnasiums 
aufgenommen wurde; später wurde mein Vater an demselben Gymna- 
sium als Religionslehrer angestellt. Ostern 1879 bestand ich das 
Maturitätsexamen und bezog als Student der Mathematik die Uni- 
versität Leipzig, woselbst ich während der drei ersten Semester die 
Vorlesungen der Herren Professoren Bruhns, Drobisch, Hankel, Heinze, 
A. Mayer, v. Noorden besuchte. Die nächsten beiden Semester brachte 
ich in Berlin zu, wo ich bei den Herren Professoren v. Helmholtz, 
G. Kirchhoff, Kummer, Lotze, Wangerin, Weierstrass, Zeller CoUegien 
hörte; Michaelis 1881 nach Leipzig zurückgekehrt horte ich zunächst 
noch zwei Semester hindurch bei den Herren Professoren F. Klein, 
Masius, Y. der Mühll, Scheibner, Wundt und nahm an den Uebungen 
bezüglich Seminaren der Herren Docenten Hankel, A. Mayer, y. der 
Mühll theil. Das letzte halbe Jahr meines Studiums wurde von dem 
Staatsexamen ausgefüllt, welches mit der im Januar 1883 bestandenen 
mündlichen Prüfung seinen Abschluss fand. Seit dem 1. April 1883 
genüge ich in Dresden beim Schützenregiment meiner Militärpflicht als 
Einjährig Freiwilliger. — 

Allen den oben genannten hochverehrten Lehrern sage ich für 
die vielfaltige Anregung und Forderung, welche mir von ihnen ge- 
worden ist, meinen aufrichtigsten Dank, insbesondere noch Herrn 
Professor Dr. A. Mayer für die grosse Güte und Freundlichkeit, welche 
er mir jederzeit bewiesen hat; auch will ich die Gelegenheit nicht 
vorübergehen lassen, der mathematisch-physikalischen Glasse der hohen 
Königlich-Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, hier 
öffentlich für die Verleihung des Härteischen Stipendiums meinen ehr- 
erbietigsten Dank auszusprechen. 

FriedriA Engel, 

cand. math. 
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